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’Séries numériques : corrigé

1 —1)?
Critere des séries alternées: la suite (=) décroit et tend vers 0 donc la série de terme général ) converge
p
1
et |Ry| < ——
Bl n+1
- 1 p-1 F(ED) e = (<1)at
vy = =—§:/? e tde = - g dz
p=n+1 p=n+1 0 T

1 q
- 1"+1/ d / T
o [ Py [

On fait tendre ¢ vers +oo:

q too
(—1)P (=P .
-~ E ——— (série convergente

p=n+1 p p=n+1

boga ! 1
(—1)q/ dx S/ zlde = ———0
o 1+=z 0 qg+1

1 n
Conclusion : R, = (71)”“/ dz
0

1+

On intégre par parties en intégrant " ! et en dérivant :
x

1 n n 1 _1\n+1 1 n
(—1)”“/ 2 gy = (~1)m+ [“’ v } _ = / Ca—
o 1+= nl+z], n o (1+x)?

I VL SR
- SO [

2n n

n 1+ x)? n?
. (—1)ntt 1 L
On a bien R e +O(n5+1)aveck:§et6:1

1" 1
La série E -——— converge et la série E — converge absolument donc
n n

la série de terme général R, converge

_ 1)P+! 1Pt P d
ZRP Z 1 /0 1+x / 1+ v

p=0

1 1= 1 n+2,.n+1
:/ ( (=1) L )dw

0 (1+x)?

1 1
dz ke

Y - "+1/ g

[ ara oo [ arpt

1
dx 1
De plus — —_— = ——
e plus /0 e 3
1 n+1 1 1
et (—1)”“/ S §/ 2" dy =

1 1 anrl
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+oo
et Z R, = —
n=0
Partie II

n
. x , . . .
On montre que la suite z, = U, 7/ 7 est décroissante et minorée:
0 X

1 gy

xn+1_xn:\/ﬁ_ ﬁéo
n—1 1
1 /P+ d;c) 1
Ty = —_— = — |+ —=2>0
> (5[ %)

p=1
La suite (z,) est donc convergente. En notant L + 2 sa limite on obtient

" dx
li - =) =L+2
i (o= ) =
+oo

1 1
Pour 0 > 1, Z Z? converge donc Z — existe.
p=n+1

/ff’+1 dv _ 1 _ [P du

, 2~ pf = i 20
a+l gy .1 1 dx
< E < -
20 = p? = 20

n+1 p=n+1 n

On fait tendre q vers +oo:

/+oo dac Z /+°O dx
n+1 x& -

p= n+1
1-6 too
e e
B p:n-i-lp N
+o00 1
=
n+1 1-9 p:n,+1p
() s <1
19
or lirJrrl (n+ )17 =1 donc
n—-1+0oo
too nl—9
Z — est équivalent a 7 quand n tend vers l’infini.
p=n+1
1 1 1
Un+1—vn:\/ﬁ—2\/n+l+2f:m(1—2(n+1)+2n1/1+g)
! (1-2 1) 2014 e — +(1)) L (_1+(1))
= — n n _—— — o\ — = —_— o\ —
vn+1 2n  8n2 n? vn+1\4n n
donc
-1
Un41 — Un

n—-4oo 47’L% :
On en déduit que la série E Un41— Un €st convergente, de plus son terme général est équivalent

a o et donc négatif, au moins & partir d’un certain rang.
n2
“+o0 —+o0 71
On a donc E Upg1 —Up ™ E 5.
n—-+oo 4p2
p=n p=n
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—+o0

De la question IT 1)a) on déduit immédiatement que lir+n vp = 0 et donc Z Vpg1 — Up = —Up
p——+oo
p=n
= -1 -1 -1

4p2 n—>+oo 2‘/77/ —1 n—>+oo 2\/>

De la question IT 1)b) on déduit que

p=n
1

n—:-oo 2\/ﬁ.

2) b) On procéde de la méme fagon en posant Wy, = Uy —

1 — 1 1
Wn, — Wp = —2vVn+1+ 2f ~ 5
i Vn+1 \/ 2\/5 n—+o0 16n3

+oo +o0 1 _1
Wy, = pz:;l(wp - wp+1) nHNJroo Z 16n% nﬁioo 24n\/ﬁ
71
2\/7; nHJroo 2471[
C 1

3) a) S existe car d’aprés le critére des séries alternées, la série E

On a donc bien v,

1
NG

Donc v,, —

+ O( )avec A=2,B=1L, et C =

1
5"
P

converge.

n 2n
P 1 1
3) b) r =8-2) —+)Y —==85-V2U,+U
) ) 2 ;m ];1\/% n 2n
1 1
3) ¢) En utilisant la formule trouvée au II 2) b), on obtient rs, = S + (1 — V2)L — 4+ O0(——=).
a=S+ 1—\/§L b=———.
( ) W
La série Z converge, donc hm rn=0et S=(/2-1)L.
1 -1 1

( )= O(—=)

Top = +
2 2\/ 1\/5 2\/12n 2m/2n 1

Ton+1 = Top + =
N TR W, m <f)
—1 1 1 1 1 1

r + =
2V2n  V2n+1  22n+1  2(v2n + V2n+1)v2ny2n +1 BENoTES

1 1 1
donc ropy1 = +0 = +
T 9T 1 (n\/ﬁ) 2\/2n+1 ((Qn—i— 1)v2n + )
-1 n+1 1
On obtient pour tout n >0, r, = (=1 + O( )

2\/ﬁ ny/n

— converge absolument donc la série ) r,, est convergente.

n+1

de plus Z 2\[ converge et Z

Partie 111

b
1) Pour 0 < a < b, on fait le changement de variable ¢t = pu dans l’intégrale / t*"Le~tdt.
a

b b/p
/ t*le tdt = p$/ u® e P% dy.
a G/P

On fait ensuite tendre a vers 0 puis b vers +oo.

+oo
On obtient I'(z) = pI/ u® te7P" du, la fonction T’ ne s’annule pas sur |0, +0o[ et donc
0
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1 I
— = —/ et dt.

0

pr T(z)
. (=P . e
La série —— converge donc ¢, est bien définie pour tout z > 0.
tzflef(nntl)t
t — —— est continue sur |0, +oo|
1+4+et
tmflef(n+1)t tz—1 tz—1
En 0, 1o ~ 3 et t— est intégrable au voisinage de 0 pour tout =z > 1.
e
tm’flef(?ﬂ»l)t
En 400, —————— =o(e™ ") et t — ¢~ ' est intégrable au voisinage de +cc.

14+et
+o0 tx—l —pt

On en déduit que l’intégrale / 1 +eit dt existe pour tout z €]0,+c0[ et pour tout n € N.
0 e

£ s
= v ((—1)”67“) dt
p=n+1 px x) 0 p=n+1
1 too L (—1)nHle= (Dt (_1)atle—(at D)t
— tr—
F(:L' / 1+et
( +1 +o00 - 1 7(n+1)t J (—l)q +oo tzfle*(qul)t J
t t
F(x) /0 1+e " T /0 L+et
On fait ensuite tendre q vers +0oo

1 (_1)p +00_1p
DN )

dt

TL

p=n+1 pI p=n-+1 pl’
+oo yr—1_— 1)t +o0
(_1)q/ tr—le=—(at1) & 1 / po—1,—(a+ Dt gy _ 1 o
I(z) J, 1+ e—t F( (g+ 1)
+oo = 1 —(n+1)t
On obtient : ¢,(z) = / Y
0 14+et

n 1 +o00 t.l, 1 n
S ) =g [ e 3 (FUPH e ar
p=0 0 p=0

-1 too yz—1,-t ( 1)7 oo pz— 167(n+2)t
~ o1 | it - / dt
I(x) Jo ~ (1+e7?)? L(z) Jo  (I4e)?

puis on fait tendre n vers +oc:

_1\n oo yz—1_,—(n+2)t +o00
‘( D) / e dt‘ < (L / tr e (A2t gy — a1 0.
L) Jo  (A4e?)? I'(z) Jo I'(z) (n+1)*
too -1 o0 tr—1lp—t
Donc la série de terme général ¢, converge et a pour somme: pgoqp(x = m/o m dt
= oo -1 1™ 1
Pour z =1, onretrouvepZOR 72% /0 1—|—e—t dt[l—i—e_t]o =3
Partie IV
1
fit) = 7z pour z > 0
z,, est définie car d’apres le critére des séries alternées, la série Z 1)?f(p) converge.
“+o0 “+o0
2 — ()t 1) = 3 (D) + S (<1PA()
p=n+1 p=n-+2
—+oo —+oo +oo
= D GV + Y GO+ = Y (CDP() - flp+ 1)
p=n+1 p=n+1 p=n+l
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—+oo

. 1 1
On en déduit , = o (~1)""' f(n+1) + 3 S (=D (fp) - flp+1))-
p=n+1
La série Z D" f(n+1) converge.
f est décroissante, convexe et de limite nulle en +0co donc la suite (f(p) —flp+ 1)) est positive,
décroissante et de limite nulle en +0co. Dapres le critére des séries alternées, on peut majorer

.+oo

> D0 = o+ )| < fln+1) = f(n+2).
p=n+1
“+o0
Or la série Z (f(n+1) — f(n+2)) converge car Ergolf =0. Z (=1)P(f(p) — f(p+1)) est donc le
p=n+1

terme général d’une série absolument convergente.
On en déduit que la série > z, converge.

On sait de plus que f(n+ 1) est équivalent & f(n + 2) lorsque n tend vers +o0o ce qui s’écrit
fn 1) = fln+2) = ol f(n-+ 1)
On obtient alors z,, = 5(71)”“]“(71 + 1) +o(f(n+1)).

1
Z, est donc équivalent a 5(—1)"+1f(n + 1) lorsque n tend vers +oo.

[Partie V]

+o0
—1)P
do(z) = ( m)
p
p=1
—1)P
La fonction z — est continue sur ]0, +oo]
) X (= 1 1
Pour tout réel a >0 sup < sup = —
velatool [, 50, P° sefato (N 1)7  (n+1)% nodoo

converge donc uniformément sur tout intervalle [a, +o00[ avec a > 0

+o0o (_
La série Z
p=1

Sa somme ¢y est donc continue sur ]0, +oo].

La série Z ~——— converge simplement sur |0, +oo[

—1)? —1)p+1]
( x) est de classe C! sur 0, +oo[ de dérivée z +— ()7Tnp
p P

In
Pour tout réel a > 0 et pour tout = € [a, 00|, la suite (—Ip) est positive et décroissante pour
p

La fonction z +—

p>el/e,
En utilisant le critére des séries alternées, on obtient donc pour p > e¢l/¢
X (=1)PHmp In(n+1)  In(n+1)

sup < sup = —
z€la,+oo[ p n+1 pE z€[a,+oo] (n + 1)17 (’n + l)a n—-+o0o

1)P+ln
La série Z P converge donc uniformément sur tout intervalle [a, 400 avec a > 0

On en dedu1t que qq est de classe C! sur |0, +ool.

+00 1)17
On a vu que la série Z
p=1

converge uniformément sur ’intervalle [1,4o00[ donc
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“+o0 “+oo
—1)P —1)P
lim (=1) = lim (=1) =-1
vofoo f= Pt Lwooe v
lim gqo(z) = —1.
r——400

1
4) En utilisant IV 2) avec f(t) = 7o on écrit

D=1 (=1t 1 X 1 1
w@) =Y sty 2 V(5 - 1)
= P 2(n+1)* 2 et

puis on fait tendre = vers 0:

o= (=P (=t 1 1

1 - =N (1P 4 o (—)mH =
Ili%p:l 7 T2t 2 (1P + 5D
de méme qu’en IV 2), on majore:

+o0o

1 1 1 1

> (- )| < -
R e ) e TR TR TR
=exp(zln(n + 1)) — exp(xzIn(n + 2) Noxln(n +1) —zln(n+2) —60

p=1

¢o admet donc un prolongement par continuité en 0 en posant ¢y(0) = %1

5)a) On reprend, pour n=0, la formule de la question 4):

B +oo x +oo p+1
w@) =5 +5 3 (5~ o) w0+ 5 2 [
00 p+1
5)p) L 0O %Z(—l)p/ ' ey

too p+1 dt
Pour calculer la limite en 0 de cette expression, montrons que la série Z(fl)p/ prasy
p=1 p

converge uniformément sur |0, +ocol.

1 p+1
La fonction ¢ — prasy est décroissante et de limite nulle en 400 donc la suite / prasy est
décroissante et de limite nulle. On peut donc appliquer le critéere des séries alternées pour

=3 PrLo gt
majorer le reste de la série Z(—l)p/ pran
p=1 P

too p+1 dt
> (l)p/p pramy

p=n+1

sup
z€]0,+00]

/”*2 dt _ 1 !
sup — < sup TS -
z€]0,400[ Jn+1 tett x€]0,400[ (n+1)=+t (n+ 1) n—too

tm+1

= P g X P gt
3 _1\pP R —_1\VP 15 -
lll)% ( 1) / tr+1 - Z( 1) ll_)rno te+1
p=1 p p=1 p

+oo p+1
t
La série Z(—l)p/ converge donc uniformément sur ]0, +oo[ donc
p=1 p

de plus, la fonction (z,t) — est continue sur [0, +oo[X[p,p + 1] pour tout entier p > 1 donc

P+l p+1 1 p+1 1 1
lim ﬁ:/ limﬁdt:/ —dt=In(1+-)
x—0 p t* p z—0 {7 p t P
“+o0

. . qo(x) —qo(0 1 1
Finalement, on a ili% w = 5};(71)7” In (1+ 1;)
13X 1
qo est bien dérivable en 0 avec ¢)(0) = = Z(—l)p In (1+-)
2 = D
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2n , 1 . 13355(2n - 1)(27’l - 1)
> (=17 (1+ )= (2.2.4.4.6...(2n —2).(2n — 2)~(2n))

p=1

I (1.2.2.3.3.4.4.5.5...(2n —1)(2n — 1)(2n)(2n)> I ((2n)!2.(2n)>
N (2.2.4.4.6...(2n — 2).(2n — 2))2.(2n)3 N 24np |4
D’apres la formule de Stirling

(2n)12.(2n) ((2n)2me=2n/dmn)?.(2n) 2
2l nteo 94n (n"e—"\/% 4 T
d li 3 1)P1n (1 L 1 2
onc nirfm;(_ )P In ( +];) = n(;)
= 1 2
La question précédente prouve la convergence de la série. On a donc Z(—l)p In (1+ 5) = 1n(;)
p=1

FIN DU CORRIGE DU PROBLEME
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